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連続時間有限状態マルコフ連鎖
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● 有限状態の連続時間マルコフ連鎖を考える

◆ M : 状態空間
M = {1,2, . . . , M }

◆ π(t ): 時刻 t における状態確率ベクトル
π(t ) =

(

Pr(X (t ) = 1), Pr(X (t ) = 2), . . . , Pr(X (t ) = M)
)

◆ Q(t ): 時刻 t における遷移速度行列

● π(t )は次の微分方程式より定められる
dπ(t )

dt
= π(t )Q(t ), t ≥ 0



遷移が斉時である場合
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dπ(t )

dt
=π(t )Q(t )

● Q(t ) =Q (t によらず一定)である場合

π(t ) = π(0)exp[Q t ], t ≥ 0

➨ π(t )は一様化法により数値計算可能

π(t ) =π(0)exp[−θt ]exp[(I +θ−1Q)θt ] I : 単位行列

=π(0)
∞
∑

n=0

exp[−θt ](θt )n

n!
·P n

P , I +θ−1Q, θ ≥ max
i∈M

[−Q]i ,i

(確率行列) (遷移速度の最大値以上の実数)



遷移が非斉時である場合 (1)
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dπ(t )

dt
=π(t )Q(t )

● Q(t )が t に依存する場合 [van Moorsel and K. Wolter (1998)]

π(t ) =π(0)
∞
∑

k=0

∫t

u1=0

∫t

u2=u1

· · ·

∫t

uk=uk−1

Q(u1)Q(u2) · · ·Q(uk )

·duk duk−1 · · ·du1, t ≥ 0

これは次式の形に書き換えられる

π(t ) =π(0)
∞
∑

n=0

exp[−θt ](θt )n

n!
·P n(t )

P n(t ): 次のスライドで定義, θ ≥ sup
t≥0,i∈M

[−Q(t )]i ,i

(確率行列)
(遷移速度の上限値以上の実数)



遷移が非斉時である場合 (2)

5 / 14

π(t ) =π(0)
∞
∑

n=0

exp[−θt ](θt )n

n!
·P n(t )

● P 0(t ) = I であり，P n(t ) (n = 1,2, . . .)は次式で定義される

P n(t ) =

∫t

un=0

∫un

un−1=0
· · ·

∫u2

u1=0
P (u1)P (u2) · · · · ·P (un) ·

n!

t n
du1du2 · · ·dun

ただし，P (t ) = I +θ−1Q(t )

u1

P(u1) P(u2) P(u3)P(u4) P(u5) P(u6)

u2 u3 u4 u5 u6 t0



遷移が非斉時である場合 (2)
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π(t ) =π(0)
∞
∑

n=0

exp[−θt ](θt )n

n!
·P n(t )

● P 0(t ) = I であり，P n(t ) (n = 1,2, . . .)は次式で定義される

P n(t ) =

∫t

un=0

∫un

un−1=0
· · ·

∫u2

u1=0
P (u1)P (u2) · · · · ·P (un) ·

n!

t n
du1du2 · · ·dun

ただし，P (t ) = I +θ−1Q(t )

● [van Moorsel and K. Wolter (1998)]では，上式の積分を離散的に近似
◆ 時間区間 [0, t ]を K 個の小区間に分割すると，

P n(t ) ≃
K
∑

kn=1

kn
∑

kn−1=1

· · ·

k2
∑

k1=1

P k1
P k2

· · ·P kn
·pK (k1,k2, . . . ,kn)

P k : 第 k 小区間での P (t )の代表値, pK (k1,k2, . . . ,kn): 重み係数



本発表の概要
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π(t ) =π(0)
∞
∑

n=0

exp[−θt ](θt )n

n!
·P n(t ) P (t ) = I +θ−1Q(t )

P n(t ) =

∫t

un=0

∫un

un−1=0
· · ·

∫u2

u1=0
P (u1)P (u2) · · · · ·P (un) ·

n!

t n
du1du2 · · ·dun

● 遷移速度行列 Q(t )が次の特別な形で表される場合を考える

Q(t ) =
∞
∑

m=0

exp[−γt ](γt )m

m!
·Q (m)

γ: 正の実数， Q (m): 遷移速度行列
(

θ = sup
i∈M ,m=0,1,...

[−Q (m)]i ,i と置ける
)

➨ このとき，時間軸の離散化近似を要さずに
P n(t )が直接求められることを示す



仮定を満たす Q(t )の例
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時刻 t に依存する到着率 λ(t )をもつ M/M/1/K待ち行列の系内客数

● λ(t )が次式で与えられる場合を考える

λ(t ) =Λ ·αexp[St ](−S)e, t ≥ 0

Λ: 正の実数, (α,S): 相型分布のパラメータ
e: 要素が全て 1の列ベクトル

➨ λ(t ) =
∞
∑

m=0

exp[−γt ](γt )m

m!
·λ(m), λ(m) ,Λ ·α(I +γ−1S)me

(K = 4の例)

Q(t ) =
∞
∑

m=0

exp[−γt ](γt )m

m!











−λ(m) λ(m) 0 0

µ −λ(m)
−µ λ(m) 0

0 µ −µ−λ(m) λ(m)

0 0 µ −µ













特別な非斉時マルコフ連鎖に対する解析
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解析の準備 (1)
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P 0(t ) = I

P n(t ) =

∫t

un=0

∫un

un−1=0
· · ·

∫u2

u1=0
P (u1)P (u2) · · · · ·P (un) ·

n!

t n
du1du2 · · ·dun

● B n(t ) (t ≥ 0)を次式で定義する

B n(t ) =
t n

n!
·P n(t ), n = 0,1, . . .

➨ B 0(t ) = I , B n(t ) =

∫t

un=0

∫un

un−1=0
· · ·

∫u2

u1=0
P (u1)P (u2) · · · · ·P (un)

·du1du2 · · ·dun

● 定義より，B n(t )は次の漸化式で与えられる

B 0(t ) = I , B n(t ) =

∫t

0
B n−1(u)P (u)du, n = 1,2, . . .



解析の準備 (2)
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B 0(t ) = I , B n(t ) =

∫t

0
B n−1(u)P (u)du, n = 1,2, . . .

● 遷移速度行列 Q(t )が次式を満たすとする

Q(t ) =
∞
∑

m=0

exp[−γt ](γt )m

m!
·Q (m)

➨ このとき，P (t ) = I +θ−1Q より次式を得る

P (t ) =
∞
∑

m=0

exp[−γt ](γt )m

m!
·P (m)

ただし，P (m) , I +θ−1Q (m) (確率行列)

● これを用いると，B n(t )の積分を書き換えることができる



B n(t )が満たす表現式
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B n(t ) =

∫t

0
B n−1(u)P (u)du, P (t ) =

∞
∑

m=0

exp[−γt ](γt )m

m!
·P (m)

● B
(m)
n を次の漸化式で定められる確率行列とする

B
(m)
1 =

1

m +1

m
∑

k=0

P (k), B (m)
n =

m
∑

k=0

αm,n−1(k)
k
∑

k1=0

bn−1(k,k1)B
(k1)
n−1P (k−k1),

n = 2,3, . . .

ただし，
αm,n(k) =

(

n +k

n

)

/

(

m +n +1

n +1

)

, bn(m,k) =

(

m

k

)

( n

n +1

)k
(

1

n +1

)m−k

k に関する総和はいずれも 1

● このとき，B n(t )は次式で与えられる

B n(t ) =
t n

n!

∞
∑

m=0

exp[−nγt ](nγt )m

m!
·B (m)

n , n = 1,2, . . .



P n(t )が満たす表現式
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● B n(t )は次式で与えられる

B n(t ) =
t n

n!

∞
∑

m=0

exp[−nγt ](nγt )m

m!
·B (m)

n , n = 1,2, . . .

● 一方，B n(t )の定義より，

B n(t ) =
t n

n!
·P n(t )

➨ P n(t ) (n = 1,2, . . .)は次式で与えられる

P n(t ) =
∞
∑

m=0

exp[−nγt ](nγt )m

m!
·B (m)

n



π(t )が満たす表現式
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π(t ) =π(0)
∞
∑

n=0

exp[−θt ](θt )n

n!
·P n(t )

P n(t ) =
∞
∑

m=0

exp[−nγt ](nγt )m

m!
·B (m)

n

● 以上の結果より，状態確率ベクトル π(t )は次式で求められる

π(t ) =π(0)
∞
∑

n=0

exp[−θt ](θt )n

n!

∞
∑

m=0

exp[−nγt ](nγt )m

m!
·B (m)

n

ただし，

B
(m)
1 =

1

m +1

m
∑

k=0

P (k),

B (m)
n =

m
∑

k=0

αm,n−1(k)
k
∑

k1=0

bn−1(k,k1)B
(k1)
n−1P (k−k1), n = 1,2, . . .



まとめ
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有限状態の連続時間非斉時マルコフ連鎖を考察

● 遷移確率行列 Q(t )が特別な形をとると仮定

Q(t ) =
∞
∑

m=0

exp[−γt ](γt )m

m!
·Q (m)

➨ このとき状態確率ベクトル π(t )が次式で求まることを示した

π(t ) =π(0)
∞
∑

n=0

exp[−θt ](θt )n

n!

∞
∑

m=0

exp[−nγt ](nγt )m

m!
·B (m)

n

B
(m)
1 =

1

m +1

m
∑

k=0

P (k), B (m)
n =

m
∑

k=0

αm,n−1(k)
k
∑

k1=0

bn−1(k,k1)B
(k1)
n−1P (k−k1)

● これを利用した数値計算アルゴリズムの構築は今後の課題
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